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แบบฝึกทักษะคณิตศาสตร์ 



 

 

คาํนํา 
 

แบบฝึกทกัษะวชิาคณิตศาสตร์เพิมเติม  เรือง  ภาคตดักรวย  เล่มนีจดัทาํขึน   

เพือใชป้ระกอบการเรียนการสอนในการเพิมผลสมัฤทธิทางการเรียนและเป็นการกระตุน้ให้

ผูเ้รียนมีทศันคติทีดีต่อการเรียนคณิตศาสตร์   

  แบบฝึกทกัษะเล่มนีประกอบดว้ยเนือหาสาระ  ตวัอยา่ง  แบบฝึกทกัษะ    

พร้อมทงัเฉลย   รวม  3  แบบฝึก  คือ   

1)  วงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่จุด (0,0)    

2)   วงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่จุด (h,k)     

3)  สมการวงกลมในรูปทวัไป    

นกัเรียนสามารถใชแ้บบฝึกทกัษะทงัในชนัเรียนและศึกษาเพิมเติมดว้ยตนเองได ้

ในการจดัทาํแบบฝึกทกัษะไดส้าํเร็จลุล่วงไปดว้ยดีนี  ไดรั้บการสนบัสนุนส่งเสริม

จากผูอ้าํนวยการ  รองผูอ้าํนวยการ  ผูเ้ชียวชาญ   หวัหนา้กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์   

และคณะครู นกัเรียน  โรงเรียนขาณุวิทยาทุกท่านทีใหค้าํแนะนาํช่วยเหลือ  และ

ขอขอบพระคุณทุกท่านทีไดน้าํแบบฝึกทกัษะไปทดลองใช ้ พร้อมทงัใหข้อ้เสนอแนะและ

คาํแนะนาํจนทาํใหแ้บบฝึกทกัษะคณิตศาสตร์สาํเร็จสมบูรณ์ 

ผูจ้ดัทาํหวงัเป็นอยา่งยงิวา่  แบบฝึกทกัษะเล่มนีจะเป็นประโยชน ์ ต่อการเรียนการ

สอนคณิตศาสตร์  ของนกัเรียน  ครูผูส้อน  และบุคลทีสนใจเป็นอยา่งมาก   ซึงจะช่วย

ยกระดบัคุณภาพการศึกษาในระดบัชนัมธัยมศึกษาปีที  4  ใหมี้ประสิทธิภาพยงิขึน   

 

                                                                                            สายพิน  ปรักมาส 
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 จุดประสงค์การทําแบบฝึกทกัษะคณติศาสตร์ 

 เรืองวงกลม 
 

 

 

 

สามารถเขียนความสัมพนัธที์เป็นวงกลม  สมการวงกลม   

และกราฟวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่  (0,0)  และ (h,k) ได ้
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เฉลยแบบทดสอบหลงัเรียน 

 

1.  ง 

2.  ก 

3.  ค 

4.  ก 

5.  ก 

6.  ข 

7.  ค 

8.  ข 

9.  ข 

10.  ก 
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ตารางบนัทกึคะแนน 

การทาํแบบฝึกทกัษะคณติศาสตร์ 

เรืองวงกลม 

 

    ชือ............................................................นามสกลุ ..................................................... 

โรงเรียน................................................................ชัน........................เลขที.................. 

. 

แบบทดสอบ คะแนนเตม็ คะแนนทีทาํได ้ หมายเหตุ 
ก่อนเรียน 10   
หลงัเรียน 10   

ผลการพฒันา   
 

 

แบบฝึกทกัษะคณิตศาสตร์ คะแนนเตม็ คะแนนทีทาํได ้ หมายเหตุ 
แบบฝึกทกัษะชุดที  1 10   
แบบฝึกทกัษะชุดที  2 10   
แบบฝึกทกัษะชุดที  3 10   
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กระดาษคาํตอบแบบทดสอบก่อนเรียนและหลงัเรียน 

แบบฝึกทักษะ   เล่มที  .............  เรือง.............................................................. 

ชือ...............................................................................ชัน................เลขที................. 

      คาํชีแจง  ใหน้กัเรียนอ่านคาํถามต่อไปนีทีละขอ้  แลว้ทาํเครืองหมายกากบาท  (× )  

     ลงในช่องตวัเลือก  ก  ข  ค  ง  ทีนกัเรียนเห็นวา่ถกูตอ้งทีสุดเพียงขอ้เดียว 

     ในกระดาษคาํตอบ    

ทดสอบก่อนเรียน  ทดสอบหลงัเรียน 
ขอ้ ก ข ค ง ขอ้ ก ข ค ง 
1     1     
2     2     
3     3     
4     4     
5     5     
6     6     
7     7     
8     8     
9     9     
10     10     

รวมคะแนน  รวมคะแนน  
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 จุดประสงค์การทําแบบฝึกทกัษะคณติศาสตร์ 

 เรืองวงกลม 
 

 

 

 

สามารถเขียนความสัมพนัธที์เป็นวงกลม  สมการวงกลม   

และกราฟวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่  (0,0)  และ (h,k) ได ้

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 2 

คาํแนะนําการใช้แบบฝึกทักษะคณติศาสตร์ 

แบบฝึกทักษะคณิตศาสตร์เล่มนีใช้ประกอบการสอนวชิาคณิตศาสตร์   

เรืองวงกลม      มี  3  ชุด 

ชุดที 1  เรือง  วงกลม   ทีมีจุดศูนย์กลางอยู่ทีจุด  (0,0)  รัศมี  r  หน่วย 

ชุดที 2  เรือง  วงกลม   ทีมีจุดศูนย์กลางอยู่ทีจุด  (h,k)  รัศมี  r  หน่วย 

ชุดที 3  เรือง  สมการวงกลมในรูปทัวไป 

            หลกัการใช้แบบฝึกทักษะคณติศาสตร์ 

 นกัเรียนควรปฏิบติัในการใชแ้บบฝึกทกัษะคณิตศาสตร์    ดงันี 

1. ทาํแบบทดสอบก่อนเรียน   เป็นขอ้สอบแบบปรนยัชนิดเลือกตอบจาํนวน  10  ขอ้   

แลว้ตรวจคาํตอบจากเฉลยทา้ยเล่มบนัทึกลงในตารางบนัทึกคะแนน 

2. ศึกษาเนือหาและตวัอยา่งในชุดที 1  เรือง  วงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่จุด  (0,0)   

ก่อนทีจะทาํแบบฝึกทกัษะแต่ละกิจกรรม 

3. ตรวจคาํตอบจากเฉลยทา้ยเล่ม   แลว้บนัทึกผลการทาํแบบฝึกทกัษะคณิตศาสตร์  

ลงในตารางบนัทึกคะแนน 

4. ศึกษาเนือหาและตวัอยา่งในชุดที 2  เรือง   วงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่จุด  (h,k)    

ก่อนทีจะทาํแบบฝึกทกัษะแต่ละกิจกรรม 

5. ตรวจคาํตอบจากเฉลยทา้ยเล่ม   แลว้บนัทึกผลการทาํแบบฝึกทกัษะคณิตศาสตร์  

ลงในตารางบนัทึกคะแนน 

6. ศึกษาเนือหาและตวัอยา่งในชุดที 3  เรือง   สมการวงกลมในรูปทวัไป  ก่อนทีจะ

ทาํแบบฝึกทกัษะแต่ละกิจกรรม 

7. เมือบนัทึกผลลงในตารางบนัทึกคะแนนเสร็จเรียบร้อยแลว้ใหน้กัเรียนทาํ
แบบทดสอบหลงัเรียน ซึงมีลกัษณะเป็นแบบปรนยัชนิดเลือกตอบจาํนวน  10 ขอ้ 

8. ใหน้กัเรียนเปลียนกนัตรวจแบบทดสอบหลงัเรียนจากเฉลยทา้ยเล่ม  บนัทึกผล 

ทีไดล้งในตารางบนัทึกคะแนน เพือทราบผลการพฒันาภายหลงัการฝึกทกัษะ

คณิตศาสตร์ 
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แบบทดสอบก่อนเรียน 

แบบฝึกทกัษะกลุ่มสาระการเรียนรู้คณติศาสตร์ 

ชันมธัยมศึกษาปีท ี4  เล่มท ี 2   เรืองวงกลม 

 

คาํชีแจง  ใหน้กัเรียนอ่านคาํถามต่อไปนีทีละขอ้  แลว้ทาํเครืองหมายกากบาท  (× )  

   ลงในกระดาษคาํตอบ  ก  ข  ค  ง  ทีนกัเรียนเห็นวา่ถกูตอ้งทีสุดเพียงขอ้เดียว 

  ในกระดาษคาํตอบ   ใชเ้วลาในการทาํแบบทดสอบ   30   นาที 

 

  1.   จากความสมัพนัธ์  {(x,y) / x2+y2 -16 =  0} จุดศูนยก์ลางและรัศมีของวงกลมคือขอ้ใด 

ก.  C(0,0)  และ   r = 0  หน่วย   ข.  C(0,0)  และ   r = 4 หน่วย 

ค.  C(0,0)  และ   r = 8  หน่วย   ง.  C(0,0)  และ  r = 16 หน่วย 
 

 2. สมการของวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่จุด (0,0)  และรัศมี  6  หน่วย  คือขอ้ใด 

  ก.  x2+y2+6 =  0 ข.  x2+y2+36 =  0   

  ค.  x2+y2-6 =  0 ง.  x2+y2-36 =  0 
 

3.  จากรูปทีกาํหนดให ้  สมการวงกลมคือขอ้ใด 
 

 

 

    

  

  

 

  ก.  x2+y2-7  =  0 ข.  x2+y2+7 =  0 

  ค.  x2+y2-49 =  0 ง.  x2+y2+49 =  0 

X O 
(7,0) 

(0,7) 

(-7,0) 

(0,-7) 

Y 
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4.  จากความสมัพนัธ์  {(x,y)∈R×R / x2+y2+4x-6y =  3} จุดศูนยก์ลางและรัศมีของ 

 วงกลมคือขอ้ใด 

ก. C(-2,3)  และ   r = 4  หน่วย  ข.  C(3,-2)   และ  r = 4  หน่วย 

ค.  C(-2,3)  และ   r = 3  หน่วย   ง.  C(3,-2)   และ  r = 3  หน่วย 
 

 5.  สมการของวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่จุด (-1,-2)  และรัศมี  2  หน่วย  คือขอ้ใด 

  ก.  2x2+2y2+2x+4y-1 =  0 ข.  2x2+2y2+2x-4y-2 =  0 

  ค.  x2+y2+2x+4y+1 =  0 ง.  x2+y2+2x+4y-5 =  0 
 

 6. สมการ  x2+y2+4x-6y-12 =  0  จดัใหอ้ยูใ่นรูป  (x-h)2+(y-k)2   =   r2    ไดด้งัขอ้ใด      

  ก.  (x+2)2+(y+5)2   =  52 ข.  (x+2)2+(y-3)2    =  52 

  ค.  (x+2)2+(y-3)2   =  42 ง.  (x+2)2+(y-5)2   =  42 

 

 7. สมการของวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่จุด (-4,3)  และสมัผสัแกน  y  คือขอ้ใด 

  ก.  x2+y2+8x+6y-4 =  0 ข.  x2+y2+8x-6y+4 =  0 

  ค.  x2+y2-8x+6y+9 =  0 ง.  x2+y2+8x-6y+9 =  0 
 

 8. สมการของวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่จุด (0,7)  และผา่นจุด  (24,0)   คือขอ้ใด 

  ก.  x2+y2-14y-576 = 0  ข.  x2+y2-14x+576 =  0 

  ค.   x2+y2-14x+15 =  0 ง.  x2+y2-14y-15 =  0 
 

 9. สมการของวงกลมทีมีจุดปลายของเส้นผา่นศูนยก์ลางอยูที่จุด (-3,-5)  และ  (7,3)   

  คือขอ้ ใด  

  ก.  x2+y2-8x+2y+24 =  0 ข.  x2+y2-4x+2y+24 =  0 

  ค.  x2+y2-4x+2y-36 =  0 ง.  x2+y2-8x+2y-36 =  0 
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 10.  จากรูปทีกาํหนดให ้  สมการวงกลมคือขอ้ใด 

  

 

 

 

    

  

  

 

   

  ก.  (x-1)2+(y-2)2   =   3 ข.  (x+1)2+(y+2)2  =  3 

  ค.  (x+2)2+(y+1)2  =  9 ง.  (x-1)2+(y-2)2   =  9   

 

 

       

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

X O 

(4,2) 

(1,5) 

(-2,2) 

(1,-1) 

O′(1,2)      X′ 

Y′ Y 
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r  
จุดศูนยก์ลางของวงกลม 

 

วงกลม (Circle) 
 

 

 บทนิยาม   

วงกลม  คือ  เซตของจุดทุกจุดบนระนาบ  ซึงอยูห่่างจากจุดคงทีจุดหนึงทีตรึงอยู ่  

            กบัทีเป็นระยะทางคงตวั  จุดทีตรึงอยูก่บัทีนีเรียกวา่  จุดศูนย์กลาง ( center)  

ของวงกลม  และระยะทางคงตวัเรียกวา่  รัศมี  (radius)  ของวงกลม 

 

 จุดคงที คือ   จุดศูนยก์ลางของวงกลม 

 เส้นรอบวง  คือ   เซตของจุดทุกจุดดงักล่าวทีนาํมาต่อเรียงกนัไดเ้ป็นเสน้โคง้ปลายปิด   

   และจะมีระยะห่างจากจุดศูนยก์ลางของวงกลมเท่ากนั 

รัศมี    คือ   ความยาวของเส้นตรง  ทีลากจากจุดศูนยก์ลางของวงกลมไปยงัเสน้รอ

บวงของวงกลม  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 หมายเหตุ  จะหาความสมัพนัธ์ทีมีกราฟเป็นวงกลมได ้  ตอ้งทราบจุดศูนยก์ลางและรัศมี 
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แบบฝึกทกัษะคณติศาสตร์ 

 วงกลม 

  ชุดท ี 1 

  วงกลมทมีจุีดศูนย์กลางอยู่ทจุีด (0,0) 

และรัศม ี r  หน่วย 
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X 

Y 

 

 

 

      1.  วงกลมทมีจุีดศูนย์กลางอยู่ท ี C (0,0)  รัศมเีท่ากบั  r  หน่วย 

 

 

  ทฤษฎีบทที 1.1  สมการวงกลมทีมีจุดศนูยก์ลางอยูที่ C(0,0)  และรัศมีเท่ากบั  r  หน่วย   

                            คือ  x2+ y2 = r2 

 

 พสูิจน์  

 

 

 

 

   

ใหจุ้ด  P(x,y)  เป็นจุดใด ๆ บนวงกลม 

                                             จากนิยาม       | CP|      =   r 

                                                25)-(y+20)-(x    =   r 

                       2y+2x     =   r         

                      x2+y2      =   r2     

 

 

 

 

 

 

C(0,0) 

P(x,y) 
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 ตัวอย่างที 1  จงเขียนความสมัพนัธ์ซึงมีกราฟเป็นวงกลม  มีจุดศูนยก์ลางทีจุด (0,0)   

 และรัศมี  4  หน่วย 

 วธีิทํา สมการวงกลมทีมีจุดศนูยก์ลางอยูที่  C (0,0)  รัศมีเท่ากบั  r  หน่วย  คือ x2+ y2 = r2     

และ   r  =  4  คือ   x2+ y2   =  42   

                    x2+ y2  =  16 

  ∴  ความสัมพนัธซึ์งมีกราฟเป็นวงกลม  คือ {(x,y) ∈ R×R /  x2+ y2 =  16 }         

 

 ตัวอย่างที 2  จงเขียนความสมัพนัธ์ซึงมีกราฟเป็นวงกลม  มีจุดศูนยก์ลางทีจุด (0,0)   

  และรัศมี  10  หน่วย 

 วธีิทํา สมการวงกลมทีมีจุดศนูยก์ลางอยูที่  C (0,0)  รัศมีเท่ากบั  r  หน่วย  คือ x2+ y2 = r2  

และ   r  =  4    คือ   x2+ y2   =  42   

                    x2+ y2  =  16 

  ∴  ความสัมพนัธซึ์งมีกราฟเป็นวงกลม  คือ {(x,y) ∈ R×R /  x2+ y2 =  16 }         

 

 ตัวอย่างที 3  จงหาจุดศูนยก์ลางและรัศมีของวงกลม  พร้อมทงัเขียนกราฟของความสมัพนัธ ์

  ต่อไปนี 

1.  {(x,y) ∈R×R / x2+ y2   =   36 }      

 วธีิทํา จากโจทย ์   x2+ y2   =   36 

       x2+ y2   =   62 

 ดงันนั จุดศูนยก์ลางของวงกลมคือ  (0,0)  รัศมี  6  หน่วย  

 

 

  

 



  11 

 

 

 

 

    

  

  

 

 

 2.  {(x,y) ∈R×R / x2+ y2 – 64  = 0 }      

 วธีิทํา จากโจทย ์   x2+ y2  - 64    =   0 

                         x2+ y2   =   64 

                         x2+ y2   =   82 

 ดงันนั  จุดศนูยก์ลางของวงกลมคือ  (0,0)  รัศมี  8  หน่วย 

         

 

 

 

    

  

  

 

 
 

 

Y 

X 
O(0,0) 

(6,0) 

(0,6) 

(-6,0) 

(0,-6) 

X 
O(0,0) 

(8,0) 

(0,8) 

(-8,0) 

(0,-8) 

Y 
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แบบฝึกทกัษะ  ชุดท ี 1  

   

  วงกลมทีมจุีดศูนย์กลางอยู่ที  C (0,0)  รัศมีเท่ากบั  r  หน่วย 

  1.  จงเขียนความสมัพนัธ์ซึงมีกราฟเป็นวงกลมทีสอดคลอ้งกบัเงือนไขต่อไปนี 

 1.1  จุดศูนยก์ลางทีจุด (0,0)  และรัศมี   9  หน่วย 

....................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................... 

 1.2  จุดศูนยก์ลางทีจุด (0,0)  และรัศมี   12  หน่วย 

....................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................... 

 1.3  จุดศูนยก์ลางทีจุด (0,0)  และรัศมี   7  หน่วย 

....................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................... 

....................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................... 

 1.4  จุดศูนยก์ลางทีจุด (0,0)  และเส้นผา่ศูนยก์ลาง   18  หน่วย 

....................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................... 

.................................................................................................................................................. 

.................................................................................................................................................. 
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1.5  จุดศูนยก์ลางทีจุด (0,0)  และเส้นผา่ศูนยก์ลาง   24  หน่วย 

....................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................... 

....................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................... 

 

 2.  จงหาจุดศูนย์กลางและรัศมีของวงกลม  พร้อมทงัเขยีนกราฟของความสัมพนัธ์ต่อไปนี 

  2.1  {(x,y) ∈R×R / x2+ y2   =   25 }      

 วธีิทํา จากโจทย ์  x2+ y2   =  25 

               x2+ y2   =   52 

...................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................

................................................................................................................................................... 

...................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................

................................................................................................................................................... 

...................................................................................................................................................

................................................................................................................................................... 
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 2.2  {(x,y) ∈R×R / x2+ y2   =   29 }      

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

 

 2.3  {(x,y) ∈R×R / x2+ y2   =   169 }      

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 
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 2.4  {(x,y) ∈R×R / x2+ y2 - 225  =   0 }      

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

..................................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

..................................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

..................................................................................................................................................... 

 

2.5  {(x,y) ∈R×R / x2+ y2 - 121  =   0 }      

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

...................................................................................................................................................... 



  16 

 

 

 

 

 

แบบฝึกทกัษะคณติศาสตร์ 

 วงกลม 

  ชุดท ี 2 

  วงกลมทมีจุีดศูนย์กลางอยู่ทจุีด (h,k) 

และรัศม ี r  หน่วย 
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  2.  วงกลมทมีจุีดศูนย์กลางอยู่ท ี C(h,k)  และรัศมเีท่ากบั  r  หน่วย   

 

     ทฤษฎบีทท ี1.2  สมการวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่ C(h,k)  และรัศมีเท่ากบั  r  หน่วย 

                               คือ  (x-h)2+(y-k)2 = r2 

พสูิจน์  

 

 

 

  

 

 

วธีิท ี1   ใหจุ้ด  P(x,y)  เป็นจุดใด ๆ ในระนาบ 

   จากนิยาม  | CP| =   r 

     2k)-(y+2h)-(x   =   r         

     (x-h)2+(y-k)2 =   r2                                                                                                                             

 
วธีิท ี2  เลือนแกนไปทีจุด  C  จะไดพิ้กดัใหม่ของจุด  C  และ  P  คือ  C (0,0)   และ   

P(x′,y′)  สมการของวงกลมใหม่  คือ (x′)2+(y′)2  =  r2 

  แต่         x′ =  x- h  และ  y′ =  y- k 

  เพราะฉะนนั  สมการของวงกลมนีเทียบกบัสมการเดิม  คือ  (x-h)2+(y-k)2   =  r2 

 
 

 

 

 

X 

y

C(h,k) 

Y 

P(x,y) 
r

O 
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ตวัอย่างท ี1  จงหาความสัมพนัธ์ซึงมีกราฟเป็นวงกลมทีสอดคลอ้งกบัเงือนไขต่อไปนี 

1. จุดศูนยก์ลางอยูที่  C(-5,3)  และรัศมีเท่ากบั  3  หน่วย 

 วธีิทาํ   สมการวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่ C(h,k)  และรัศมีเท่ากบั  r  หน่วย 

                              คือ   (x - h)2 + (y - k)2  =  r2 

 จากโจทย ์ จุดศูนยก์ลางอยูที่  C(-5,3)  และรัศมีเท่ากบั  3  หน่วย  

 ได ้ h = -5,  k = 3  , r = 3 

 นนัคือ         (x-(-5))2+ (y-3)2   =   32 

                     (x+5)2+ (y-3)2   =   9  

 ∴  ความสมัพนัธ์  คือ {(x,y) ∈ R×R / (x+5)2+ (y-3)2    =   9 }   
 

2. จุดศูนยก์ลางอยูที่  C(-2,-4)  และรัศมีเท่ากบั  2  หน่วย 

 วธีิทาํ   สมการวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่ C(h,k)  และรัศมีเท่ากบั   r  หน่วย 

                              คือ   (x-h)2+(y-k)2 = r2 

 จากโจทย ์ จุดศูนยก์ลางอยูที่  C(-2,-4)  และรัศมีเท่ากบั  2  หน่วย  

 ได ้ h = -2,  k = -4  , r = 2 

 นนัคือ          (x-(-2))2+(y-(-4))2   =   22 

                         (x+2)2+(y+4)2   =   4 

 ∴  ความสมัพนัธ์  คือ {(x,y) ∈ R×R / (x+2)2+(y+4)2   =   4 }   
 

3. จุดศูนยก์ลางอยูที่  C(5,8)  และรัศมีเท่ากบั  7  หน่วย 

 วธีิทาํ   สมการวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่ C(h,k)  และรัศมีเท่ากบั  r  หน่วย 

                              คือ   (x-h)2+(y-k)2 = r2 

 จากโจทย ์ จุดศูนยก์ลางอยูที่  C(5,8)  และรัศมีเท่ากบั  7  หน่วย  

 ได ้ h = 5,  k = 7  , r = 7 

 นนัคือ                   (x-5))2+ (y-7)2   =   72 

 ∴  ความสมัพนัธ์  คือ {(x,y) ∈ R×R / (x - 5)2+ (y - 7)2  =  49 }   
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ตวัอย่างท ี2  จงหาจุดศูนยก์ลางและรัศมี   พร้อมทงัเขียนกราฟของความสมัพนัธ์ซึงเป็นวงกลม 

 ต่อไปนี 

1.  {(x,y) ∈ R×R / (x - 4)2+ (y - 1)2  =  52 }  

 วธีิทาํ    ความสมัพนัธ์ของวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่ C(h,k)   

   และรัศมีเท่ากบั  r  หน่วย  คือ  {(x,y) ∈ R×R / (x-h)2+(y-k)2 = r2 } 

  จาก  {(x,y) ∈ R×R / (x - 4)2+ (y - 1)2  =  52 }   

 ได ้ จุดศูนยก์ลาง (h,k) = (4,1)   รัศมีเท่ากบั  5  หน่วย  

 ไดก้ราฟดงัรูป   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.  {(x,y) ∈ R×R / (x +2)2+ (y - 3)2  =  22 }  

 วธีิทาํ    ความสมัพนัธ์ของวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่ C(h,k)   

   และรัศมีเท่ากบั  r  หน่วย  คือ  {(x,y) ∈ R×R / (x-h)2+(y-k)2 = r2 } 

  จาก  {(x,y) ∈ R×R /  (x +2)2+ (y - 3)2  =  22 }   

 ได ้ จุดศูนยก์ลาง (h,k) = (-2,3)   รัศมีเท่ากบั  2  หน่วย  

 ไดก้ราฟดงัรูป  

 

 

Y′ 

O 

X′ 
X 

Y 

O′(4,1) 

6 
4 
2 

-4 
-6 

(9,1) (-1,1) 

(4,6) 

(4,-4) 

-2 
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                 -2     -1            1     2      3     4      5     6     7     8      

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.  {(x,y) ∈ R×R / (x -4)2+ (y - 2)2  =  16 }  

 วธีิทาํ    ความสมัพนัธ์ของวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่ C(h,k)   

   และรัศมีเท่ากบั  r  หน่วย  คือ  {(x,y) ∈ R×R / (x-h)2+(y-k)2 = r2 } 

  จาก  {(x,y) ∈ R×R /  (x - 4)2+ (y -2)2  =  42 }   

 ได ้ จุดศูนยก์ลาง (h,k) = (4,2)   รัศมีเท่ากบั  4  หน่วย  

 ไดก้ราฟดงัรูป  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Y′ 

O 

X′ 

X 

Y 

O′(-2,3) 

4 
3 
2 

-
-2 
-3 

(0,3) (-4,3) 

(-2,5) 

(-2,1) 

-1 

1 

5 

Y′ 

O 

X′ 

X 

Y 

O′(4,2) 

4 
3 
2 

-
-2 
-3 

(8,2) (0,2) 

(4,6) 

(4,-2) 

-1 

1 

5 
6 
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4.   {(x,y) ∈ R×R / (x +3)2+ (y+1)2  =  12 }  

 วธีิทาํ    ความสมัพนัธ์ของวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่ C(h,k)   

   และรัศมีเท่ากบั  r  หน่วย  คือ  {(x,y) ∈ R×R / (x-h)2+(y-k)2 = r2 } 

  จาก  {(x,y) ∈ R×R /  (x +3 )2+ (y +1 )2  =  )12( 2 }   

 ได ้ จุดศูนยก์ลาง (h,k) = (-3,-1)   รัศมีเท่ากบั   )12(  หน่วย  

 ไดก้ราฟดงัรูป  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.  {(x,y) ∈ R×R / (x -2)2+ (y - 2)2  =  9 }  

 วธีิทาํ    ความสมัพนัธ์ของวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่ C(h,k)   

   และรัศมีเท่ากบั  r  หน่วย  คือ  {(x,y) ∈ R×R / (x-h)2+(y-k)2 = r2 } 

  จาก  {(x,y) ∈ R×R /  (x - 2)2+ (y -2)2  =  32 }   

 ได ้ จุดศูนยก์ลาง (h,k) = (2,2)   รัศมีเท่ากบั  3  หน่วย  

 ไดก้ราฟดงัรูป 

 

 

Y′ 

O 
X′ 
X 

Y 

O′(-3,-1) 

 1 

-1 

-4 
-5 

(-3,-1+ )12(  

-3 
-2 

2 
3 

(-3- 12,-1) (-3+ 12,-1) 

(-3,-1- )12(  
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Y′ 

O 

X′ 

X 

Y 

O′(2,2) 

4 
3 
2 

-
-2 
-3 
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(2,5) 
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แบบฝึกทกัษะ ชุดท ี 2 

1.  จงหาความสมัพนัธ์ซึงมีกราฟเป็นวงกลมทีสอดคลอ้งกบัเงือนไขต่อไปนี 

1.1  จุดศูนยก์ลางอยูที่  C(1,2)  และรัศมีเท่ากบั  3  หน่วย 

 วธีิทาํ   สมการวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่ C(h,k)  และรัศมีเท่ากบั  r  หน่วย 

                              คือ   (x-h)2+(y-k)2 = r2 

 จากโจทย ์ จุดศูนยก์ลางอยูที่  C(1,2)  และรัศมีเท่ากบั  3  หน่วย  

 ได ้ h = 1,  k = 2 , r = 3 

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................ 

 

1.2.  จุดศูนยก์ลางอยูที่  C(3,-1)  และรัศมีเท่ากบั  6  หน่วย 

 วธีิทาํ สมการวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่ C(h,k)  และรัศมีเท่ากบั  r  หน่วย 

                              คือ   (x-h)2+(y-k)2 = r2 

 จากโจทย ์ จุดศูนยก์ลางอยูที่  C(3,-1)  และรัศมีเท่ากบั  6  หน่วย  

 ได ้ h = 3,  k = -1 , r = 6 

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

........................................................................................................................................... 
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1.3  มีจุด (1,2)  และ  (4,5)  เป็นจุดปลายของเส้นผา่นศูนยก์ลางของวงกลม  

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................. ............. 

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................. ............. 

............................................................................................................................................ 
 

1.4   จุดศูนยก์ลางอยูที่  C(4,-1)  และผา่นจุด  A(-1,3) 

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................ 
 

 1.5  มีจุดศูนยก์ลางอยูที่  (2,3)  และสมัผสัเส้นตรง  3x+4y-6 = 0 

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................ 
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2. จงหาสมการวงกลมเมือกาํหนดรัศมี  (r)  และจุดศูนยก์ลาง  C(h,k)  โดยใชสู้ตร 

    (x-h)2+(y-k)2 = r2 

 2.1   r = 2 , C(3,4) 

 วธีิทาํ                         (x-3)2+(y-4)2      =      22 

         (x2-6x+9 )+(y2-8y+16)  =   4     

        x2+ y2 - 6x - 8y + 9 + 16 + 4 =   0 

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................ 

 

 2.2  r = 4 , C(-2,-4) 

 วธีิทาํ                         (x-(-2))2+(y-(-4))2      =      42 

                             (x+2)2 +(y+4)2  =   16     

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………… 

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................ 

    

 2.3  r = 7 , C(2,-3) 

 วธีิทาํ…………………………………………………………..…………………................... 

…………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………….

……………………….......................................................................................................

...........................................................................................................................................

.......................................................................................................................................... 

.......................................................................................................................................... 
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 2.4   r = 17  ,  C(-4,3) 

 วธีิทาํ…………………………………………………………..…………………………...... 

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

…………………................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................ 

                           

 2.5   r  = )2
3C(0,-   , 

2
1  

 วธีิทาํ…………………………………………………………..…………………………........ 

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

…………………................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................ 

............................................................................................................................................

............................................................................................................................................ 
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3.  สมการวงกลมในรูปทวัไป  

 

 สมการวงกลมในรูปทวัไป  คือ    x2+y2+Dx+Ey+F   =   r2     

 มีจุดศูนยก์ลางอยูที่  ( 2
E,-2

D- )   รัศมียาว   4F  -2E+2D2
1   หน่วย 

1.  ถา้   D2+E2- 4F  >  0  กราฟเป็นวงกลม  มีรัศมียาว   4F  -2E+2D2
1   

2.  ถา้   D2+E2- 4F  =  0  กราฟเป็นจุด 

3.  ถา้   D2+E2- 4F  <  0  กราฟวงกลมจินตภาพ 
 

ตวัอย่าง    กาํหนดสมการวงกลมในรูป  x2+y2+Dx+Ey+F   =   r2    จงเขียน   

                   สมการในรูป  (x-h)2+(y-k)2  =  r2   พร้อมทงับอกรัศมี   จุดศูนยก์ลาง 

                   และเขียนกราฟของวงกลม 

   1.  x2+y2+4x+8y-29 = 0   

วธีิทาํ                   x2+y2+4x+8y-29 =   0   

                  (x2+4x )+(y2+8y)  =   29     

       (x2+4x+22 )+(y2+8y+42)  =   29+4+16 

                        (x+2)2+(y+4)2  =   49 

                        (x+2)2+(y+4)2  =   72 

 เพราะฉะนนั จุดศูนยก์ลาง  คือ  (-2,-4)  รัศมีเท่ากบั  7  หน่วย 
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   2.  x2+y2-8x-2y+8 = 0   

วธีิทาํ                    x2+y2-8x-2y+8 =   0   

                  (x2-8x )+(y2-2y)  =   -8     

       (x2-8x+42 )+(y2-2y+12)  =   -8+16+1 

                        (x-4)2+(y-1)2  =   9 

                        (x-4)2+(y-1)2  =   32 

 เพราะฉะนนั จุดศูนยก์ลาง  คือ  (4,1)  รัศมีเท่ากบั  3  หน่วย 

 

 

 

 

   

    

  

  

X O 

(5,-4) 

(-2,3) 

(-9,-4) 

(-2,-11) 

X′ 

4 
2 

-2 
-4 
-6 
-8 
-10 
-12 

                           -10    -8     -6    -4     -2            2      4    6                        

O′(-2,-4) 

X O 
(5,1) 

(4,-2) 

(1,1) 

Y 

X′ 

Y′ 

4 
2 

-2 
                           -6   -4    -2              2      4    6      8                         

O′(4,1) 

6 

-4 

(4,4) 

-6 

Y Y′ 
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   3.  x2+y2-6x+6y-7 = 0   

วธีิทาํ                    x2+y2-6x+6y-7 =   0   

                  (x2-6x )+(y2+6y)  =   7     

       (x2-6x+32 )+(y2+6y+32)  =   7+9+9 

                        (x-3)2+(y+3)2  =   25 

                        (x-3)2+(y+3)2  =   52 

 เพราะฉะนนั จุดศูนยก์ลาง  คือ  (3,-3)  รัศมีเท่ากบั  5  หน่วย 

 

 

 

 

 

   

    

  

  

 
    

   4.  x2+y2-6x+2y-3   =  0 

วธีิทาํ                     x2+y2-6x+2y-6       =     0 

                  (x2-6x )+(y2+2y)  =   6    

       (x2-6x+32 )+(y2+2y+12)  =   6+9+1 

                        (x-3)2+(y+1)2  =   16 

                        (x-3)2+(y+1)2  =   42 

 เพราะฉะนนั จุดศูนยก์ลาง  คือ  (3,-1)  รัศมีเท่ากบั  4  หน่วย 

 

X O 

(4,2) 

(4,-8) 

(-2,-3) 

Y 

X′ 

Y′ 

4 
2 

-2 

-8 

-4 

                           -8   -4    -2            2    4     6     8    10                     

O′(3,-3) 

6 

-6 
(8,-3) 
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5.  x2+y2+4x-2y-19   =  0 

วธีิทาํ                   x2+y2+8x-2y-19        =     0 

                  (x2+8x )+(y2-2y)  =   19    

       (x2+8x+42 )+(y2-2y+12)  =   19+16+1 

                        (x+4)2+(y-1)2  =   36 

                        (x+4)2+(y-1)2  =   62 

 เพราะฉะนนั  จุดศูนยก์ลาง  คือ  (-4,1)  รัศมีเท่ากบั  6  หน่วย 

 

 

 

   

    

  

  

 

 

X O 

(3,3) 

(3,-5) 

(-1,-1) 

Y 

X′ 

Y′ 

2 
1 

-1 

-4 

-2 

                     -3    -2   -1           1     2    3     4     5    6     7     8         
O′(3,-1) 

3 

-3 

(7,-1) 

-5 
-6 

X O 

(-4,7) 

(-4,-5) 

(-10,1) X′ 

10 
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-4 

-2 

-2 
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O′(-4,1) 
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-4 
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แบบฝึกทกัษะ  ชุดท ี 3 
 

จงหาจุดศูนย์กลาง  รัศมีและเขยีนกราฟของวงกลมต่อไปนี 

   1.  x2+y2+2x-4y+1   =  0 

วธีิทาํ                   x2+y2+2x-4y+1    =   0   

                  (x2+2x )+(y2-4y)  =   -1     

       (x2+2x+12 )+(y2-4y+22)  =   -1+1+4 

.........................................................................................................................................

......................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................... 

.........................................................................................................................................

......................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................... 
 

   2.  x2+y2+6x+4y-12 =  0 

วธีิทาํ                   x2+y2+6x+4y-12 =   0   

                  (x2+6x )+(y2+4y)  =   12     

       (x2+6x+32 )+(y2+4y+22)  =   12+9+4 

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................  

......................................................................................................................................... 

.........................................................................................................................................  

......................................................................................................................................... 

.........................................................................................................................................  

........................................................................................................................................ 
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3.  x2+y2-4x+8y+11 = 0   

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................  

......................................................................................................................................... 

.........................................................................................................................................  

......................................................................................................................................... 

.........................................................................................................................................  

......................................................................................................................................... 

.........................................................................................................................................  

......................................................................................................................................... 

   

  4.  x2+y2+6x+6y-46 = 0     

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

........................................................................................................................................ 

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

........................................................................................................................................ 

.........................................................................................................................................

........................................................................................................................................ 
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5.  x2+y2-6x+4y = 3  

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

......................................................................................................................................... 

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

......................................................................................................................................... 

.........................................................................................................................................

......................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................... 

 

6.  2x2+2y2-8x+4y-22 = 0         

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

........................................................................................................................................ 

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

......................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................... 



  34 

7.  x2+y2-6x-8y +21 = 0  

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

......................................................................................................................................... 

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

......................................................................................................................................... 

.........................................................................................................................................

......................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................... 

 

8.  x2+y2+4x+8y+4 = 0         

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

........................................................................................................................................ 

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

......................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................... 
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9.  x2+y2-4x+6y -36 = 0  

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

......................................................................................................................................... 

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

......................................................................................................................................... 

.........................................................................................................................................

......................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................... 

......................................................................................................................................... 

 

10.  x2+y2-2x-4y-20 = 0         

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

........................................................................................................................................ 

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................

......................................................................................................................................... 
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X 

Y 

(0,0) 

Y′ 

X′ 

 

บทสรุป   วงกลม 

 

 

   1. สมการวงกลมทมีจุีดศูนย์กลางอยู่ทจุีด (0,0) และรัศม ี r  หน่วย 

 

 

 

 

 

 
 
สมการคือ    2r=2y+2x  

  

  2. สมการวงกลมทมีจุีดศูนย์กลางอยู่ทจุีด (h,k)  และรัศม ี r  หน่วย 

  

 

 

 

  

 

 

สมการคือ    2r=2k)-(y+2h)-(x  

 

 

(r,0) 

X 

y

O′(h,k) 

Y 

O 
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  3. สมการวงกลมในรูปทวัไป 

   

สมการคือ     x2+ y2+ Dx + Ey + F = 0 

 จะมีจุดศูนยก์ลางที )2
E,-2

D(-   รัศมียาว  4F-2E+2D2
1   หน่วย 

1. ถา้  D2+E2-4F > 0  กราฟเป็นวงกลม  มีรัศมียาว  4F-2E+2D2
1   หน่วย 

2. ถา้  D2+E2-4F = 0  กราฟเป็นจุด 

3. ถา้  D2+E2-4F < 0  เป็นวงกลมจินตภาพ 

 

ข้อสังเกต 

1. r < 0  ไม่เกิดวงกลมหรือวงกลมจะมีรัศมีทีไม่เป็นจาํนวนจริง 

2. r = 0   จะเป็นจุดทีมีพกิดั (h,k) 

3. r > 0   จะเป็นวงกลมจุดศูนยก์ลาง  (h,k)  รัศมี  r  หน่วย 

4. สมัประสิทธิของ  x2 และ  y2  ตอ้งเท่ากนัและเมือจดัรูปสมการแลว้  จะได ้ ax2+ ay2 

= r2  เมือ  a > 0  
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แบบทดสอบหลงัเรียน 

แบบฝึกทกัษะกลุ่มสาระการเรียนรู้คณติศาสตร์ 

ชันมธัยมศึกษาปีท ี4  เล่มท ี 2   เรืองวงกลม 

 

คาํชีแจง  ใหน้กัเรียนอ่านคาํถามต่อไปนีทีละขอ้  แลว้ทาํเครืองหมายกากบาท  (× ) ลงใน 

     ช่องตวัเลือก  ก  ข  ค  ง  ทีนกัเรียนเห็นวา่ถกูตอ้งทีสุดเพียงขอ้เดียวใน 

     กระดาษคาํตอบ  ใชเ้วลาในการทาํแบบทดสอบ  30  นาที 

 
 

1.  จากรูปทีกาํหนดให ้  สมการวงกลมคือขอ้ใด 
 

 

 

    

  

  

 

   

  ก.  x2+y2-7  =  0 ข.  x2+y2+7 =  0 

  ค.  x2+y2+49 =  0 ง.  x2+y2-49 =  0 
 

 2. สมการของวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่จุด (0,0)  และรัศมี  6  หน่วย  คือขอ้ใด 

  ก.  x2+y2-36 =  0 ข.  x2+y2+36 =  0   

  ค.  x2+y2-6 =  0 ง.  x2+y2+6 =  0 

   

X O 
(7,0) 

(0,7) 

(-7,0) 

(0,-7) 

Y 
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  3.   จากความสมัพนัธ์  {(x,y) / x2+y2 -16 =  0} จุดศูนยก์ลางและรัศมีของวงกลมคือขอ้ใด 

ก.  C(0,0)  และ  r = 16 หน่วย   ข.  C(0,0)  และ   r = 8  หน่วย 

ค.  C(0,0)  และ   r = 4 หน่วย   ง.  C(0,0)  และ   r = 0  หน่วย 

  

 4. สมการของวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่จุด (-4,3)  และสมัผสัแกน  y  คือขอ้ใด 

  ก.  x2+y2+8x-6y+9 =  0 ข.  x2+y2-8x+6y+9 =  0 

  ค.  x2+y2+8x+6y-4 =  0 ง.  x2+y2+8x-6y+4 =  0 
  

 5. สมการของวงกลมทีมีจุดปลายของเส้นผา่นศูนยก์ลางอยูที่จุด (-3,-5)  และ  (7,3)   

  คือขอ้ ใด  

  ก.  x2+y2-4x+2y-36 =  0 ข.  x2+y2-8x+2y-36 =  0 

  ค.  x2+y2-4x+2y+24 =  0 ง.  x2+y2-8x+2y+24 =  0 
 

 6. สมการ  x2+y2+4x-6y-12 =  0  จดัใหอ้ยูใ่นรูป  (x-h)2+(y-k)2   =   r2    ไดด้งัขอ้ใด      

  ก.  (x+2)2+(y-5)2   =  42 ข.  (x+2)2+(y-3)2   =  42 

  ค.  (x+2)2+(y-3)2    =  52 ง.  (x+2)2+(y+5)2   =  52 

  

 7.  จากรูปทีกาํหนดให ้  สมการวงกลมคือขอ้ใด 

 

 

 

    

  

  

 

X O 

(4,2) 

(1,5) 

(-2,2) 

(1,-1) 

O′(1,2)      X′ 

Y′ Y 
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อย่าลมืตรวจคาํตอบและบนัทึก

คะแนนด้วยนะคะ 

สวสัดคีะ 

    

  ก.  (x-1)2+(y-2)2   =  3 ข. (x+1)2+(y+2)2  =  3  

  ค. (x-1)2+(y-2)2   =  9 ง.  (x+2)2+(y+1)2  =  9  
 

 8.  จากความสมัพนัธ์  {(x,y)∈R×R / x2+y2+4x-6y =  3} จุดศูนยก์ลางและรัศมีของ 

 วงกลมคือขอ้ใด 

ก. C(-2,3)  และ   r = 3  หน่วย  ข.  C(-2,3)  และ   r = 4  หน่วย 

ค.  C(3,-2)   และ  r = 4  หน่วย   ง.  C(3,-2)   และ  r = 3  หน่วย 
   

  9. สมการของวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่จุด (0,7)  และผา่นจุด  (24,0)   คือขอ้ใด 

  ก.  x2+y2-14x+576 =  0 ข.  x2+y2-14y-576 =  0 

  ค.   x2+y2-14x+15 =  0 ง.  x2+y2-14y-15 =  0 
 

  10.  สมการของวงกลมทีมีจุดศนูยก์ลางอยูที่จุด (-1,-2)  และรัศมี  2  หน่วย  คือขอ้ใด 

  ก.  2x2+2y2+2x+4y-1 =  0 ข.  x2+y2+2x+4y+1 = 0  

  ค.  x2+y2+2x+4y-5 =  0 ง.  2x2+2y2+2x-4y-2 =  0 
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เฉลยแบบทดสอบก่อนเรียน 

 

1.  ข 

2.  ง 

3.  ค 

4.  ก  

5.  ค 

6.  ข 

7.  ง 

8.  ก 

9.  ค 

10.  ง 
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เฉลยแบบฝึกทกัษะ  ชุดท ี 1 

  

วงกลมทมีจุีดศูนย์กลางอยู่ท ี C (0,0)  รัศมี  r  หน่วย 

1.  จงเขียนความสัมพนัธ์ซึงมีกราฟเป็นวงกลมทีสอดคล้องกบัเงือนไขต่อไปนี 

 1.1  จุดศูนยก์ลางทีจุด (0,0)  และรัศมี   9  หน่วย 

 วธีิทํา สมการวงกลมทีมีจุดศนูยก์ลางอยูที่  C (0,0)  รัศมีเท่ากบั  r  หน่วย  คือ 

  x2+ y2 = r2  และ   r  =  9 

  ไดส้มการ  คือ   x2+ y2   =  92   

               x2+ y2  =  81 

   ∴  ความสัมพนัธซึ์งมีกราฟเป็นวงกลม  คือ {(x,y) ∈ R×R / x2+ y2 =  81 }     

 

 1.2  จุดศูนยก์ลางทีจุด (0,0)  และรัศมี   12  หน่วย 

 วธีิทํา สมการวงกลมทีมีจุดศนูยก์ลางอยูที่  C (0,0)  รัศมีเท่ากบั  r  หน่วย  คือ  x2+y2 = r2  

และ   r  =  12 ไดส้มการ  คือ   x2+ y2   =  122   

        x2+ y2   =  144 

  ∴  ความสัมพนัธซึ์งมีกราฟเป็นวงกลม  คือ {(x,y) ∈ R×R / x2+ y2 =  144 }       

 

 1.3  จุดศูนยก์ลางทีจุด (0,0)  และรัศมี   7  หน่วย 

 วธีิทํา สมการวงกลมทีมีจุดศนูยก์ลางอยูที่  C (0,0)  รัศมีเท่ากบั  r  หน่วย  คือ x2+ y2 =  r2  

และ   r  =  7   ไดส้มการ  คือ   x2+ y2  =  72   

               x2+ y2  =  49 

  ∴  ความสัมพนัธซึ์งมีกราฟเป็นวงกลม  คือ {(x,y) ∈ R×R / x2+ y2 =  49 }          
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 1.4  จุดศูนยก์ลางทีจุด (0,0)  และเสน้ผา่ศูนยก์ลาง   18  หน่วย 

 วธีิทํา สมการวงกลมทีมีจุดศนูยก์ลางอยูที่  C (0,0)  รัศมีเท่ากบั  r  หน่วย  คือ  x2+ y2 = r2  

และ   r  =  9 ไดส้มการ  คือ   x2+ y2  =  92   

        x2+ y2  =  81 

  ∴  ความสัมพนัธซึ์งมีกราฟเป็นวงกลม  คือ {(x,y) ∈ R×R / x2+ y2 =  81 }             

 

 1.5  จุดศูนยก์ลางทีจุด (0,0)  และเสน้ผา่ศูนยก์ลาง   24   หน่วย 

 วธีิทํา สมการวงกลมทีมีจุดศนูยก์ลางอยูที่    C (0,0)  และรัศมีเท่ากบั  r  คือ  x2+ y2 = r2 

  และเส้นผา่ศูนยก์ลาง   24  หน่วย  ดงันนั    r  =  12  

  ไดส้มการ   คือ    x2+ y2   =  122   

      x2+ y2   =  144 

  ∴  ความสัมพนัธซึ์งมีกราฟเป็นวงกลม  คือ {(x,y) ∈ R×R /  x2+y2 =  144 }         

 

 2.  จงหาจุดศูนย์กลางและรัศมีของวงกลม  พร้อมทงัเขยีนกราฟของความสัมพนัธ์ต่อไปนี 

  2.1  {(x,y) ∈R×R / x2+ y2   =   25 }      

 วธีิทํา จากโจทย ์                  x2+ y2   =   25 

                                    x2+ y2    =   52 

 ดงันนั  จุดศนูยก์ลางของวงกลมคือ  (0,0)  รัศมี  5  หน่วย                                        
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 2.2  {(x,y) ∈R×R / x2+ y2   =   29 }      

     วธีิทํา จากโจทยโ์จทย ์          x2+ y2   =   29 

                                    x2+ y2    =   2)29(  

 ดงันนั  จุดศนูยก์ลางของวงกลมคือ  (0,0)  รัศมี  2)29(   หน่วย 

 

  

 

 

    

  

  

 

 

 

 

X O 
(5,0) 

(0,5) 

(-5,0) 

(0,-5) 
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( 29 ,0) 

(0, 29 ) 

(- 29 ,0) 

(0,- 29 ) 
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 2.3  {(x,y) ∈R×R / x2+ y2   =   169 }      

     วธีิทํา จากโจทย ์                  x2+ y2   =   169 

                                    x2+ y2    =   132 

 ดงันนั  จุดศนูยก์ลางของวงกลมคือ  (0,0)  รัศมี   13  หน่วย 

   

 

 

 

    

  

  

 

 

 2.4  {(x,y) ∈R×R / x2+ y2 - 225  =   0 }      

     วธีิทํา จากโจทย ์                  x2+ y2  - 225 =   0 

                                             x2+ y2  =   225 

                                             x2+ y2  =   152 

 ดงันนั  จุดศนูยก์ลางของวงกลมคือ  (0,0)  รัศมี   15  หน่วย 

 

 

 

    

  

  

X O 
(13,0) 

(0,13) 

(-13,0) 

(0,-13) 

Y 

X O 
(15,0) 

(0,15) 

(-15,0) 

(0,-15) 

Y 
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2.5  {(x,y) ∈R×R / x2+ y2 - 121  =   0 }      

     วธีิทํา จากโจทย ์                  x2+ y2  - 121 =   0 

                                             x2+ y2  =   121 

                                             x2+ y2  =   112 

 ดงันนั  จุดศนูยก์ลางของวงกลมคือ  (0,0)  รัศมี   11  หน่วย 

 

 

 

 

    

  

  

 

 

X O 
(11,0) 

(0,11) 

(-11,0) 

(0,-11) 

Y 



  47 

 

เฉลยแบบฝึกทกัษะ  ชุดท ี 2 
 

1. จงหาความสัมพนัธ์ซึงมีกราฟเป็นวงกลมทีสอดคลอ้งกบัเงือนไขต่อไปนี 

1.1 จุดศูนยก์ลางอยูที่  C(1,2)  และรัศมีเท่ากบั  3  หน่วย 

วธีิทาํ สมการวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่  C(h,k)  และรัศมีเท่ากบั  r  หน่วย   

             คือ  (x-h)2 + (y-k)2 = r2 

  จากโจทย ์ จุดศูนยก์ลางอยูที่  C(1,2)  และรัศมีเท่ากบั  3  หน่วย 

   ได ้ h = 1,  k = 2 , r = 3 

 สมการ  คือ  (x-1)2 + (y-2)2    =   32 

                     (x-1)2 + (y-2)2    =   9 

 ∴ ความสมัพนัธ์ซึงมีกราฟเป็นวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่  C(1,2)   

และรัศมีเท่ากบั  3  หน่วย  คือ  {(x,y) ∈R×R / (x-1)2 + (y-2)2   =  9 }              
 

1.2.  จุดศูนยก์ลางอยูที่  C(3,-1)  และรัศมีเท่ากบั  6  หน่วย 

วธีิทาํ สมการวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่  C(h,k)  และรัศมีเท่ากบั  r  หน่วย   

             คือ  (x-h)2 + (y-k)2 = r2 

  จากโจทย ์ จุดศูนยก์ลางอยูที่  C(3,-1)  และรัศมีเท่ากบั  6  หน่วย 

   สมการ  คือ  (x-3)2 + (y-(-1))2    =   62 

                         (x-3)2 + (y+1)2    =   36 

 ∴ ความสมัพนัธ์ซึงมีกราฟเป็นวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่  C(3,-1)   

และรัศมีเท่ากบั  6  หน่วย  คือ  {(x,y) ∈R×R / (x-3)2 + (y+1)2  = 36}              
 

1.3  มีจุด (1,2)  และ  (4,5)  เป็นจุดปลายของเส้นผา่นศูนยก์ลางของวงกลม   

วธีิทาํ สองเท่าของรัศมีเท่ากบัเส้นผา่ศูนยก์ลางของวงกลม 

เส้นผา่ศูนยก์ลางของวงกลมเท่ากบัระยะห่างระหวา่งจุด  (1,2)  และ  (4,5)    

∴  2r  =  25)-(2+24)-(1   
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        2r  =   2(-3)+2(-3)  

 2r  =   9+9  

        2r  =   18  

                    2r  =   3 2  

                      r  =   2
23  

ไดรั้ศมีเท่ากบั  2
23  

จุดศูนยก์ลางของวงกลมคือ จุดกึงกลางระหวา่งจุด (1,2)  และ  (4,5)    

2
4+1=h=x ,   2

5+2=k=y  

2
5=h=x ,        2

7=k=y  

 ไดจุ้ดศูนยก์ลาง  คือ  )2
7,2

5(       

 เพราะฉะนนั  สมการของวงกลมคือ  (x- 2
5 )2 + (y- 2

7 1)2  =  ( 2
23 )2 

               (x- 2
5 )2 + (y- 2

7 1)2  =  4
(9)(2)  

               (x- 2
5 )2 + (y- 2

7 1)2  =  2
9  

∴ ความสมัพนัธ์ซึงมีกราฟเป็นวงกลมทีมีจุด (1,2)  และ  (4,5)  เป็นจุดปลาย

ของเส้นผา่นศูนยก์ลางของวงกลมคือ {(x,y) ∈R×R/(x- 2
5 )2 + (y- 2

7 )2 = 2
9 }   

 

1.4  จุดศูนยก์ลางอยูที่  C(4,-1)  และผา่นจุด  A(-1,3) 

วธีิทาํ  จากโจทยว์งกลมมีจุดศูนยก์ลางอยูที่  C(4,-1)  และผา่นจุด  A(-1,3) 

 สมการวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่  C(h,k)  และรัศมีเท่ากบั  r  หน่วย   

             คือ  (x-h)2 + (y-k)2 = r2 

  นนัคือ  (x-4)2 + (y-(-1))2 = r2 

  รัศมีคือ  ระยะห่างระหวา่งจุด   C(4,-1)  และผา่นจุด  A(-1,3) 

  ∴  r  =  23)-(-1+2(-1))-(4  

           r  =   23)-(-1+21)+(4  
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   r  =  2(-4)+2(5)  

   r  =  16+25  

   r  =  41  

 สมการของวงกลมคือ  (x- 4)2 + (y-(-1))2  =  ( 41 )2 

          (x- 4)2 + (y+1)2  =  41  

∴  ความสมัพนัธ์ซึงมีกราฟเป็นวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่  C(4,-1)   

และผา่นจุด  A(-1,3)  คือ {(x,y) ∈ R×R / (x- 4)2 + (y+1)2  =  41 }                   

 

 1.5  มีจุดศูนยก์ลางอยูที่  (2,3)  และสมัผสัเส้นตรง  3x+4y-6 = 0 

วธีิทาํ  จากโจทยว์งกลมมีจุดศูนยก์ลางอยูที่ (2,3)   และสมัผสัเส้นตรง  3x+4y-6 = 0 

 รัศมีคือระยะห่างระหวา่งเส้นตรง  3x+4y-6 = 0  กบัจุด (2,3)    

r  =   
24+23

(-6)+(4)(3)+(3)(2)  

r  =   
16+9

6-12+6  

r  =   
25

12  

r  =   5
12  

r  =   5
12  

สมการวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่  C(h,k)  และรัศมีเท่ากบั  r  หน่วย   

             คือ  (x-h)2 + (y-k)2 = r2 

  ไดส้มการคือ     (x-2)2 + (y-3)2   =  ( 5
12 ) 2 

      (x-2)2 + (y-3)2   =   25
144  

ความสมัพนัธ์ซึงมีกราฟเป็นวงกลมทีมีจุดศูนยก์ลางอยูที่  (2,3)   และสมัผสัเส้นตรง  

3x+4y-6 = 0   คือ {(x,y) ∈R×R /  (x-2)2 + (y-3)2   =  25
144  }                                        
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 2. จงหาสมการวงกลมเมือกาํหนดรัศมี  (r)  และจุดศูนยก์ลาง  C(h,k)  โดยใชสู้ตร 

    (x-h)2+(y-k)2 = r2 

 2.1   r = 2 , C(3,4) 

 วธีิทาํ                         (x-3)2+(y-4)2      =      22 

         (x2-6x+9 )+(y2-8y+16)  =   4     

        x2+ y2 - 6x - 8y + 9 + 16 - 4 =   0 

                     x2+ y2 - 6x - 8y + 21    =     0                                       

 

   2.2  r = 4 , C(-2,-4) 

   วธีิทาํ                         (x-(-2))2+(y-(-4))2      =      42 

                             (x+2)2 +(y+4)2  =   16     

              (x2+4x+4 )+(y2+8y+16)  =   16     

             x2+ y2 + 4x + 8y +4 + 16 - 16 =   0 

                                        x2+ y2 + 4x + 8y +4      =     0                                                             

    

   2.3  r = 7 , C(2,-3) 

   วธีิทาํ                            (x-2)2+(y-(-3))2      =      72 

                              (x-2)2 +(y+3)2  =   49     

                (x2- 4x+4 )+(y2+6y+9)  =   49     

                x2+ y2 - 4x + 6y +4 + 9 - 49 =   0 

                             x2+ y2 - 4x +6y -36      =     0                                                            
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   2.4   r = 17  ,  C(-4,3) 

   วธีิทาํ               (x-(-4))2+(y-3)2      =      ( 17 )2 

                              (x+4)2 +(y-3)2  =   17     

                (x2+8x+16 )+(y2- 6y+9)  =   17     

                x2+ y2 +8x - 6y +16 + 9 - 17 =   0 

                             x2+ y2 +8x - 6y +8       =     0                                                            

                           

2.5   r  = )2
3C(0,-   , 

2
1  

   วธีิทาํ                          (x-0)2+(y-(- 2
3 ))2      =      (

2
1 )2 

                                  x2 +(y+ 2
3  )2  =   22)(

2(1)  

                         x2+(y2+ 2
6 y+ 4

9 )  =   2
1     

                           x2+ y2 + 2
6 y + 4

9  - 2
1  =   0 

                                  x2+ y2 + 2
6 y + 4

7      =     0                                                            

                                4x2+ 4y2 +12y +7     =     0                                                            
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        เฉลยแบบฝึกทกัษะ ชุดท ี3 

 
 

 

   จงหาจุดศูนย์กลาง  รัศมีและเขยีนกราฟของวงกลมต่อไปนี 

   1.  x2+y2+2x-4y+1   =  0 

วธีิทาํ                   x2+y2+2x-4y+1    =   0   

                  (x2+2x )+(y2-4y)  =   -1     

       (x2+2x+12 )+(y2-4y+22)  =   -1+1+4 

                        (x+1)2+(y-2)2  =   4 

                        (x+1)2+(y-2)2  =   22 

 เพราะฉะนนั จุดศูนยก์ลาง  คือ  (-1,2)  รัศมีเท่ากบั  2  หน่วย 

 

 

 

 

   

    

  

  

 

 

 
 

    

 

 

X O 

(-1,4) 

(-1,0) 

(-3,2) 

Y 

X′ 

Y′ 

5 
4 

2 

-1 

1 

                        -7   -6    -5   -4    -3   -2    -1           1    2     3     4     

O′(-1,2) 

3 

-4 

(1,2) 

-2 
-3 

6 
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   2.  x2+y2+6x+4y-12 =  0 

วธีิทาํ                   x2+y2+6x+4y-12 =   0   

                  (x2+6x )+(y2+4y)  =   12     

       (x2+6x+32 )+(y2+4y+22)  =   12+9+4 

                       (x+3)2+(y+2)2  =   25 

                        (x+3)2+(y+2)2  =   52 

 เพราะฉะนนั จุดศูนยก์ลาง  คือ  (-3,-2)  รัศมีเท่ากบั  5  หน่วย 

 

 

 

 

   

    

  

  

 

 

 

3.  x2+y2-4x+8y+11 = 0   

วธีิทาํ                   x2+y2-4x+8y+11 =   0   

                  (x2-4x )+(y2+8y)  =   -11    

       (x2-4x+22 )+(y2+8y+42)  =   -11+4+16 

                       (x-2)2+(y+4)2  =   9 

                        (x-2)2+(y+4)2  =   32 

 เพราะฉะนนั จุดศูนยก์ลาง  คือ  (2,-4)  รัศมีเท่ากบั  3  หน่วย 

X O 

(-3,3) 

(-3,-7) 

(-8,-2) 

Y 

X′ 

Y′ 

2 
1 

-1 

-4 

-2 

                 -8   -7   -6    -5   -4    -3   -2    -1           1    2     3     4     

O′(-3,-2) 

-7 

(2,-2) 

-5 

-3 

3 

-6 
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  4.  x2+y2+6x-6y-46 = 0     

วธีิทาํ                   x2+y2+6x+6y-46 =   0   

                  (x2+6x )+(y2+6y)  =   46    

       (x2+6x+32 )+(y2+6y+32)  =   46+9+9 

                                (x+3)2+(y+3)2  =   64 

                        (x+3)2+(y+3)2  =   82 

 เพราะฉะนนั จุดศูนยก์ลาง  คือ  (3,3)  รัศมีเท่ากบั  8  หน่วย 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

X O 
(2,-1) 

(2,-7) 

(-1,-4) 

Y 

X′ 

Y′ 

1 

-2 

-5 

-3 

-4    -3   -2    -1           1     2     3     4     5     6              

O′(2,-4) 

-8 

(5,-4) 

-6 

-4 

2 

-7 

-1 



  55 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

    

  

  

 

 

 

 

 

5.  x2+y2-6x+4y = 3   

วธีิทาํ                         x2+y2-6x+4y =   3   

                  (x2-6x )+(y2+4y)  =   3    

       (x2-6x+32 )+(y2+4y+22)  =   3+9+4 

                                (x-3)2+(y+2)2  =   16 

                        (x-3)2+(y+2)2  =   42 

 เพราะฉะนนั จุดศูนยก์ลาง  คือ  (3,-2)  รัศมีเท่ากบั  4  หน่วย 

 

X O 

(10,3) 

(3,-5) 

(-5,3) 
X′ 

5 

2 

-1 

1 

       -5    -4    -3   -2    -1           1     2     3     4     5     6      7     8      9    10   11     

O′(3,3) 

-5 

(3,11) 

-2 

6 

-3 

3 
4 

7 
8 
9 
10 
11 

-4 

Y Y′ 



  56 

 

 

 

 

   

    

  

  

 

 

6.  2x2+2y2-8x+4y-22 = 0         

วธีิทาํ               2x2+2y2-8x+4y-22   =   0   

              (2x2-8x )+(2y2+4y)  =   22    

                 (x2-4x )+(y2+2y)  =   11   (นาํ  2  หารทงัสองขา้ง) 

       (x2-4x+22 )+(y2+2y+12)  =   11+4+1 

                                (x-2)2+(y+1)2  =   16 

                        (x-2)2+(y+1)2  =   42 

 เพราะฉะนนั จุดศูนยก์ลาง  คือ  (2,-1)  รัศมีเท่ากบั  4  หน่วย 
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7.  x2+y2-6x-8y +21 = 0   

วธีิทาํ                 x2+y2-6x-8y +21 =   0   

                  (x2-6x )+(y2-8y)  =   -21    

       (x2-6x+32 )+(y2-8y+42)  =   -21+9+16 

                                (x-3)2+(y-4)2  =   4 

                        (x-3)2+(y-4)2  =   22 

 เพราะฉะนนั จุดศูนยก์ลาง  คือ  (3,4)  รัศมีเท่ากบั  2  หน่วย 

 

 

 

 

 

 

 

   

    

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

X O 

(5,4) 

(3,2) 

(-1,4) X′ 
5 

2 

-1 

1 

             -4    -3    -2    -1           1     2     3     4     5     6      7     8      9     

O′(3,4) 

(3,6) 

-2 

6 

-3 

3 
4 

7 
8 
9 

Y Y′ 



  58 

 

8.  x2+y2+4x+8y+4 = 0         

วธีิทาํ                 x2+y2+4x+8y+4 =   0   

                 (x2+4x )+(y2+8y)  =   -4    

       (x2+4x+22 )+(y2+8y+42)  =   -4+4+16 

                                (x+2)2+(y+4)2  =   16 

                        (x+2)2+(y+4)2  =   42 

 เพราะฉะนนั จุดศูนยก์ลาง  คือ  (-2,-4)  รัศมีเท่ากบั  4  หน่วย 
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9.  x2+y2-4x+6y -36 = 0   

วธีิทาํ                 x2+y2-4x+6y -36 =   0   

                 (x2-4x )+(y2+6y)  =   36    

       (x2-4x+22 )+(y2+6y+32)  =   36+4+9 

                                (x-2)2+(y+3)2  =   49 

                        (x-2)2+(y+3)2  =   72 

 เพราะฉะนนั จุดศูนยก์ลาง  คือ  (2,-3)  รัศมีเท่ากบั  7  หน่วย 
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10.  x2+y2-2x-4y-20 = 0         

วธีิทาํ                 x2+y2-2x-4y-20 =   0   

                 (x2-2x )+(y2-4y)  =   20    

       (x2-2x+12 )+(y2-4y+22)  =   20+1+4 

                                (x-1)2+(y-2)2  =   25 

                        (x-1)2+(y-2)2  =   52 

 เพราะฉะนนั จุดศูนยก์ลาง  คือ  (1,2)  รัศมีเท่ากบั  5 หน่วย 
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